LISTA INCRIVELMENTE FASCINANTE DE EDO

DANIEL SMANIA

OBS: esta ¢ uma lista minimal: espera-se que os alunos fagam outros
exercicios retirados de livros, etc... :-)

Questao 1. Considere as equagoes diferenciais abaizo. Quais sao
suas solugoes estdaciondrias? Quais destas sao instdveis ou estdaveis ¢
Analise o comportamento de uma solucao arbitrdria quando t — +o00.
Pode-se dizer also das solucoes quando t — —oo?

(1) v =1+
(2) ¥ =y*—3y+1,
B)y =v*+2¢* —y—2.

Questao 2. Encontre a solucdao geral das sequintes equagoes:
(1) o' 4 2tz = 4t.

) 7't = x + 13 + 3xt? — 2.

) (t—2)a" =x+2(t —2)3.

) @'+ xcotg t = et

¥ —tr = tad.

g /+ 2t _ 1

) y, 129 MR

7)Y +y=te.

e a solugao do sequintes P.V.I (problemas de valor inicial)

(1) ¥ + V1412 =0. com y(0) = /5.
(2) v +V1+t2e 'y =0, com y(0) = 0.
3) ¥ +y= 1, comy(l) =2.

(2
(3
(4
(5
(6
(

Questao 3. Mostre que toda solugdio da equagdo iy + ay = be™, onde

a e c sao positivos e b € um niumero qualquer, tende a zero qundo t
tende ao infinito.

Questao 4. Dada a equagao diferencial y' + a(t)y = f(t), com a(t) e
f(t) funcgoes continuas definidas para todo t € R e tais que a(t) > ¢ > 0
e limy_, o f(t) = 0. Mostre que toda solugao tende a zero quando t
tende a infinito.

Questao 5. Seja a(t) uma funcgdo continua tal que a(t) > ¢ > 0, para

todot € R e f: R — R uma fungao continua qualquer. Sejam y, e ys
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solugoes dos sequintes problemas de valor inicial (P.V.I)

v = —alb)y + (1)
1 (0) = U1
vo = —al)ya + f(1)
y2(0) = Uz
Mostre que |y1(t) — ya2(t)] < |ug — uzle™, para todo t > 0. Conclua que

lim i yooltn () — 4a(t)] = 0.
Questao 6. De a solugao geral ou PVI (se condigdes iniciais forem

dadas) das sequintes Equacdes diferenciais:
(1) (L+)y =14y

cos y sen ty' = sen y cost t,
2(1+y*) +2yy' =0, y(0) = 1,
(14 )2y = 131 +t2)—1/2, y(0) = 0.

3y—y008t y(1)=0,
Y :sen5t
3822
9) vy =L,
y 3a:+2y

2y’—1/y—2x/y;
(12) t+ V)Y =y + V¥

Questao 7. Seja f: R — R uma fungao tal que
fl@+y) = f@)fy),

para todo x,y € R. Assuma que f é continua em 0. Mostre que
(1) f(0) =0 ou f(0) =1. Se f(0) =0, mostre que f(x) =0 para
todo x € R.
(2) Suponha que f(0) = 1. Mostre que f € continua em todos os
pontos x € R.
(3) Suponha que f(0) =1 e que f € diferencidvel em 0. Mostre que
f € diferencidvel em todos os pontos x € R. De fato

f'(@) = f(0)f (),
para todo x € R.
(4) Usando o item anterior, conclua que, nas condi¢oes do item
anterior, f(x) = €“, para todo x € R, onde ¢ := f'(0).
OBS: De fato, se [ é qualquer funcao tal que i.) f(x+y) = f(z)f(y),
para todo x ey, ii.) [ € limitada em uma vizinhanga de 0 (isto €, existe
C tal que | f(z)| < C, para todo x em um intervalo |—e, €[ 4ii.) f(0) # 0,
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entio NECESSARIAMENTE f € da forma f(z) = €, para alguma
constante ¢ € R. Mas a prova é mais delicada: tente, ¢ um desafio
interessante!!

Questao 8. Seja f: R? — R? uma funcdao continua, com derivadas
parciais continuas, tal que f(t,0) = 0, para todo t € R. Mostre que
sey: R — R satisfazy' = f(t,y), entao um dos sequintes casos ocorre
i.) y(t) =0, para todo t € R. ii.) y(t) > 0, para todo t € R ou iii.)
y(t) <0, para todo t € R.

Questao 9. Seja f: R? — R? uma funcdo continua, com derivadas
partiais continuas, tal que exista p € R tal que

ft+px) = f(t ),
para todo (t,x) € R%. Mostre que se y: R — R € uma solugdo da
equagao diferencial y' = f(t,y) tal que y(0) = y(p), entdo y é uma
solugao periddica de periodo p, isto €, y(t + p) = y(t), para todo t € R
(Sugestao: use o teorema da existéncia e unicidade).
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